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Propagacién de errores

Problema 1
(los valores no son reales, sino que son supuestos para llevar a cabo el ejemplo)

En Una fabrica se elabora un producto en polvo. El paquete indica que tiene un peso de 800 grf y e/‘

producto tiene un peso especifico de p =0,425 gri/ml

la méquina que dosifica el producto lo hace en forma volumétrica y el ajuste del cilindro dosificador tlene
un error de 0,9 ml, ;Cudl es el error-que se comete en el peso del paquete durante el proceso de
elaboracion? o

Solucién B
E/ peso especifico tal como se lo espec,vf ca t/ene un error de med:c:on de 0, 005 grf/mi

La méaquina intenta dosificar 800grf. = 1882,35 ml cosa que no es posible ya que el error que comete la
maquina es cercanaa 1 mi.

Volumen dosificado = 1882 + 0,9 m/

la ecuacién que permite calcular el peso es Peso = D. Volumen
el error en el peso es:

opP oP

en nuestro caso

[AP| <[V |Ap] +|p|AV]

|AP|<

el error relativo es g.(P)= AP _9.79g1f =0,0122 = &, (P)=1,22%
P 800 grf

- evidentemente el error porcentual es mas que aceptable para el proceso de elaboracion que se esta
desarrolfando y el producto es lanzado al mercado con un peso de

= (800 + 9,79)grf

es decir la cota méaxima y minima son

P, =809,79grf | P, =79021grf

Ing. Ricardo Minniti
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El diferencial
Supongamos que la funcién

y=f(x)

es derivable sobre el segmento [a,b], la derivada de esta funcién queda definida por la igualdad

. Ay '
lim =L =
N e S (x)

cuando Ax — 0, la razén '
Ay
Ax

tiende a un numero determinado f (X), pero dicha razén se diferencia de la derivada f* (X) en una

magnitud infinitamente pequefia:
A '
& fX)+a
Ax

donde &t — 0, cuando Ax — 0.
Muttiplicando todos los términos de la itima igualdad por AX, obtenemos:

Ay = f (x).Ax + . Ax (1)

El producto f (X).AX es una magnitud infinitamente pequeria de primer orden con respecto a Ax.
El producto ¢. AX es siempre una magnitud infinitamente pequefia de orden superior a Ax.
Ejemplo:

¢ Qué significa una magnitud infinitamente pequena de orden AX ?
Supongamos tener la funcién
y=f(x)=x

y=rf(x)=1
f'(x).Ax=1.Ax = Ax

su derivada

y el producto

si AX adopta distintos valores como los indicados en la tabla el producto f'(x).Ax es:

Ax S[(x).Ax
1 1
01 0,1
0,01 0,01
| 0,001 0,001
0,0001 0,0001
0,00001 0,00001

pero el producto ¢.AX es de orden superior cuando & es una magnitud pequefia de primer ordep y

AX también lo es, para entender esto observemos la siguiente tabla:

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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a Ax a.Ax
1 1 1
0,1 0,1 0,01
0,01 0,01 0,001
0,001 0,001 0,00001
0,0001 0,0001 | 0,0000001

Se observa que un infinitésimo de orden superior tiende mas rapido a cero que un infinitésimo de primer
orden cuando se calcula el limite, lo que nos permite déducir que

lim Z2% _ lim a=0
Ax—>0 Ax Ax—>0

Asi pues, el incremento Ay de la funcién se compone de dos sumandos, de los cuales el primero recibe

el nombre parte principal del incremento, que es lineal con relacién a AX . De esta manera el producto
S'(x).AX se denomina diferencial de Ia funcién y se designa por dy o df (x).
De modo que, sila funcién

y=r(x
tiene derivada f (X) en el punto "X ", el producto f'(x).AX se llama diferencial y se denota
dy = f'(x).Ax

si hallamos el diferenciaf de la funcién y = X. En este caso y'= (x)'=1 y por tanto,
dy =dx = Axo dx = Ax. De este modo, ia diferencial dXx de Ia variable independiente “x” coincide

- con el incremento AX. La igualdad dXx = AX podria ser considerada como definicién de la diferencial de

una variable independiente, y en este caso, el ejemplo examinado demostraria que elfo no contradice a la
definicion de diferencial de la funcién. En cualquier caso la funcién diferencial se escribe:

| dy = f'(x).Ax
de esto se desprende que

(x) =Y
)=

reemplazando en la ecuacion (1)
’ Ay = f(x).Ax + a.Ax
queda
. dy
Ay=—Ax+a.Ax
dx
. dado que hemos aceptado que dx = Ax, simplificando llegamos a Ay = dy + . Ax
asl, pues, el incremento de la funcién difiere de la diferencial de ésta en una magnitud infinitamente
pequefia, de orden superior respecto a AX.

Esto nos permite, a veces, utilizar en los calculos aproximados la igualdad aproximada
Ay = dy

o, en su forma desarrollada,

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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S(x+Ax) - f(x)= f'(x).Ax
con lo cual se abrevian los célculos.

Ejemplo:
Calcular el diferencial dy y el incremento Ay de la funcién y=x
1. Para valores arbitrarios de X y Ax

2

2. Para X=20y AX=0,1

Solucién

Ay = (x + Ax)? — x% = 2x.Ax + Ax?
dy = (x?) .Ax = 2x.Ax

SI x =20y AX =0,1 entonces
Ay =220.01+(0,1)% = 4,01
dy=220.0,1=4,00
el error que resulta de la sustitucién de Ay por dy es de 0,01, en muchos casos se lo puede despreciar

por considerarlo pequefio en comparacion a Ay =4,01.

Introduccion al calculo de errores

En la seccién anterior hemos determinado que Ay = f (x).Ax + . Ax si tomamos médulos a
ambos lados de la igualdad, esta se sigue manteniendo,

[Aylzlf'(x).Aera.Ax

- pero AX puede ser un nimero positivo o negativo, si en el miembro izquierdo tomamos médulos a cada

uno de los sumandos, nos queda

|Ay| < 'f'(x).Ax] +|a.Ax

como el producto de . AX es un infinitésimo de orden superior este puede despreciarse, quedando la
estimacion del incremento de la funcién

IA,VI Slf‘(X).AX‘ lo que es fo mismo a IAyl < lf'(x)HAxf

Ejemplo de aplicacién:
Supongamos que queremos determinar el volumen de un cubo cuyo lado X = 30 cm y el infrumento de
medicion utilizado tiene una aproximacién de 0,01 mm. Calcular su volumen y estimar el error méximo

comentido.
Solucién

En.nuestro caso el volumen (la funcién) es y = x3, se conoce la indeterminacion de la variable X "y
se debe calcular el error de célculo de la variable *y *, para ello se calcula la derivada de la funcién

siehdo esta:

y'=f(x)=3x*
el error cometido en el céiculo def volumen seré
|Ay| <| £ ()} [Ax|=|3x2 | Ax

en nuestro caso

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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Ay < !3.(300mm)2 0,01mm
|Ay| < 2700mm® = 2,7 cm®

el volumen sera
Volunen = y = 27000000 mm?> = 27000cm>

finalmente el volumen se expresa

Volumen = y = (27000 + 2,7)cm*

Funciones de varias variables
El estudio de diferentes fenémenos obliga a utilizar las funciones de dos y més variables independientes.
Demos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.
El drea "S” de un rectangulo de lados x e y, se da por la férmula:

S=xy

A cada par de valores de x e y, corresponde un valor determinado del drea S; S es una funcién de varias
variables.

Z

v | T

- x P> z
Ejemplo 2:
El volumen V de un paralelepipedo recto, en que las aristas tienen
longitudes x,y,z, se da la formula:
V=xyz y
aqui el volumen es una funcién de tres variables. <, >
Definicion

si a cada par (x,z) de valores de dos variables, x e z, independientes una de ofra, tomadas del dominio
de la funcidn, le corresponde un valor determinado de la magnitud “y”, se dice que “y” es una funcion de
dos variables independientes x e z, definidas en el dominio “D’.

La forma simbdlica de una funcién de dos variables se representa asi:

y=r(x2)

Si la funcién fuese de mdés variables su representacion seria

Representacion geométrica de una funcién de dos variables /’—_—

Ya hemos visto que la representacién de una funcién de una variable Vi

y=f(x)

X1
es la que se observa en la figura siguiente

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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esta funcién de una sola variable puede interpretarse como la interseccién de una superficie (chapa
doblada) con un plano perpendicular a la superficie (plano de la pared), observar las figuras siguientes:

Vi

1 —

Y

Pared / 7

174 X

Y

z

Estrictamente hablando una funcién de dos variables como la recien mostrada es
y=f(x2

definida en el dominio del plano x-z. El lugar geométrico de los puntos “P’, cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacién (2) determina una superficie en el espacio. Asf la grafica de una funcién de dos
variables es una superficie cuya proyeccion sobre el plano x-z, es el dominio de definicién de la funcién.
Cada perpendicular al plano x-z corta a la supefficie

y=f(x,2)

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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no.mdés que en un solo punto.

!
-
Ejemplo:

Representar geométricamente la funcién Y = z2 +X

y=x?+7%

si realizamos un corte a la figura recién
mostrada por un plano paralelo al x-y, por y*

ejemplo y que pase por z=5

La representacion en el plano es

Superficie de nivel

z Proyeccién sobre el plano x-z

| B

Autor: lng. Ricardo Minniti
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YA

Incremento parcial y total de una funcién
Examinemos la curva que se encuentra sobre la superficie que se muestra a continuacion:

yn
N—
yi
0 x1 Y2 x2
Z1 é X
z2
»
z

donde y = f(x,2)con el plano “x” constante, paralelo al plano 07"

Puesto que “x”es canstante en todos los puntos def plano indicado, “y” variard a lo largo de la curva
solo en funcién de “z”. Demos a la variable independiente “z” un incremento AZ, entonces el
{4 [ ]

incremento de y = f (x, Z) recibird el nombre de incremento parcial de “y" respecto a “z” que
designaremos con el simbolo

A,y

Azy :f(xrz+ AZ)—f(x,Z)

en nuestro caso

andlogamente, si “z” es constante y damos a “x” un incremento AX, el incremento correspondiente a
“y” recibira el nombre de incremento parcial de “y” respecto a “x” y lo designaremos

Ay =f(x+Ax,2)- f(x,2)

la funcidn recibe el incremento A,y “a lo largo de la curva” de interseccién de la superficie

¥ = f(x,2) con el plano “2” constante paralelo al plano “yOx”

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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 deBunosAres

Z2

Ay

X1

¥
zZ

Por ditimo, si damos simultaneamente un incremento AX a la variable x” y AZ a la vanable “z”
obtenemos el correspondiente incremento de la variable “y”, Ay que se llama incremento total de la

Jfuncion y queda determinado por la formula:

A Ay = f(x+Ax, 2+ A7) — f(x,2)

y2
Vi

X1

Z1

yd
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Derivadas parciales de la funcién de varias variables
El limite del cociente incremental

. Ay

ll m _1:1)_
Ax—0 Ax

se llama derivada parcial respecto a x de la funcién y = f(x,2).
Nosotros denotaremos a esta derivada parcial como

—’—v- o también ——
ox ax

de tal modo, segun la definicién

é:}_).Z lim Axy: lim f(x+Ax,z)—-f(x,z)

Ox Ax—>0 Ax Ax—0 Ax

anélogamente la derivada parcial respecto a “z” de la funcion se determina como €l limite del cociente
incremental

ﬂ: lim ég-_y_: lim f(X,Z+AZ)~f(X,Z)

07 A0 Az A0 Az

J , o Y . o
Observemos que —— se calcula manteniendo invariable “z” y ﬂ_ manteniendo invariable “x”.
X Z

De las definiciones formuladas se deduce que las reglas para calcular las derivadas parciales son fas
mismas que se utilizan para calcular la derivada de las funciones de una variable; es preciso, solamente,
tener en cuenta, respecto a qué variable se busca la derivada.

Ejemplo:
2

: Oy Jdy .
Hallar [as derivadas parciales ?i'— y —— delafuncion y = X sen(z)
’ X

: oz
Solucion:

ay
——=2x.
- =2x sen(z) |

oy _ x2 sen(z)

Interpretacién geométrica de la derivada

Sea
y=f(x,2) *

una ecuacion de la superficie representada en la figura.

P
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Tracemos el plano “Z=contante”. La interseccién de este plano con la superficie determina una curva
P-T. Examinemos e/ plano con el cual hemos

cortado a la superficie, esta curva esta contenida y
en el plano por lo que se puede hacer el mismo |
anélisis que se ha realizado en funciones de una

sola variable. -
Tracemos por el punto “A” una recta tangente a ‘
la curva, obviamente debe estar contenida en el

plano de corte.

Y

/ 3 /
/ T yA ]
. Esta recta tangente formara un éngulo con el plano
“x0z” que denominaremos °f’

X
A Y A
/ P@_
Z -

En el plano de corte como se mantiene invariable
“2” podemos dar un incremente a “c” igual a AX
la funcién sufrird un incremento A xJyque

determinara en la superficie el punto “‘B”.

De esta manera se obtiene una recta secante
A - B que forma un angulo “¢” con el segmento
A - C, paralelo al plano “x0z".

é‘yd

M(x1, z1)

/21
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al aplicar el limite del cociente incremental

lim Axy = lim f(x+Ax,Z) “'f(x,Z)
Ax—>0 Ax  Ax—0 Ax !

el dngulo “¢” tiende al angulo “f, es decir que , Y

9y _

por lo tanto el valor nimero de la derivada parcial —0:'-}}- es igual a la tangente del angulo de inclinacién
X

de la linea tangente a la curva definida por la interseccién de la superficie ¥ = f(X,Z) con el plano
Z=contante. '

De modo semejante el valor numérico de la derivada parcial Exes igual a la tangente del angulo &
Z

formado por Ia linea tangente a la curva definida por la interseccién de la superficie ¥ = f(x,Z) con
el plano x=contante.
Vi

Aplicacién del diferencial total para el célculo‘aproximado
Supongamos la funcién |

y=f(x,2)
es derivable en el punto (x,z). Hallamos el incremento total de esta funcién

Ay = f(x+Ax,z+ A7) - f(x,2)

Autor: Ing. Ricardo Minniti
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e tor_lngli’lcarc}bM e e e

de donde f(x+Ax,z+A7)= f(x,2)+Ay. Ya hemos deducido para una variable y
generalizando para varias variables ocurre Io mismo que Ay & dy , de donde

af aof
d = Ax + Az Al
4 ox 0z '
reemplazando se obtiene f(x +Ax,z+ A7) = f(x,2) + g’_’_,fg_ci_zle + WM
X z

realizando pasaje de términos

Ay = f(x+Ax,z+ Az)~f(x,z)z'zj—:ﬁ(£ﬁm+%;mm

Utilizacion del diferencial para evaluar el error de calculo
Sea
u=f(x,,2,...,t)

una funcién de las variables X,¥,Z,...., L.
Supongamos que la evaluacién de los valores numéricos de las magnitudes X, y,Z,....,L se hace con

cierto error correspondiente a AX, Ay, ...... ,A\t, estos pueden ser los errores que se comenten en las

lecturas de las variables debidas a los instrumentos de medicién utifizados.
En este caso, ef valor de U, calculado a base de los valores feidos, seré también determinado con cierto

error Au.
Au= f(x+Ax,y + Ay,....t + At) - f(x,y,....1)

cuando fos errores con los que se mide cada variable son conocidos podemos evaluar el error de la

funcion Au .
zo”fo+ﬁf af
ox ay ot

Au

aqui los valores de las derivadas parciales como Ios de los incrementos pueden ser tanto positivos como

negativos.
Sustituyéndolos por valores absolutos, obtenemos Ia desigualdad:

< L+ 2

Ejemplo: i
En un circuito eléctrico se puede medir solo la resistencia del mismo con un instrumento que tiene una
indeterminacién de 2 Ohm y la corriente que circula por los conductores con un error de 0,5 Ampere.
Sabiendo que el valor de resistencia leido es 20 Ohms y el de corriente 4 Ampere. Determinar la caida
de tensién en la resistencia y con que error se la calculé.
La ley de Ohm dice

U=I.R
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por lo tanto el error con que se calcula la caida de tensién en el circuito es

A= ] ’]m] ' l]AI]—[II]AR[Jr]R][AI] 44.2Q + 209.0,54=18Volt

-yiatensibnes U = R.I = 20Q.4 A= 80V0olt por o tanto Ia tension es U = 80 +18Volt

Error relativo y error porcentual de una magnitud fisica.

El error relativo y el error porcentual son simplemente definiciones:
Error relativo

Au
Sr(ll) = 7

Error porcentual es

Eo, () = —Al—;i.IOO

en el ejercicio anterior el error relativo que se ha cometido en el célculo del error es

18Volt
_18Volt _ 5 595
&) = govorr

. se observa que este error es un nimero adimensional y el error relativo es

Autor: Ing. Ricardo Minniti

Eo, (1) = i‘u-‘i.wo =22,5%

cabe la pena aclarar que cuando se tiene un error inferior al 5% se considera que se ha realizado una
medicién de la magnitud aceptable. Cuando esto no ocurre se debe replantear el método o los
instrumentos de medicién utifizados.

El método de medicién influye en la ecuacién y evidentemente en sus derivadas parciales que darén .
origen al célculo del error, y los instrumentos de medicién son los que proveen los errores de
incertidumbre de los instrumentos. Cuanto més groseros sean estos errores mayor sera también el error

,relatlvo y por ende el error porcentual.
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